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ESPACIO VECTORIAL, V°® (Vectores)

* VLV v, misma direccion sRango(v,,V,,....... v,) = 1son proporcionales)
* VL,V v, son coplanarios dRango(v;,V,,....... V,) = .ZEn el caso de tres
vectoresdetf,,v,,v;) = 0= (v;,V,,V;)no inversible~ (v;,v,,v;) son L.D.

* VLV v, son no coplanarios $ango(v,,Vv,,....... V,) = =3 Generan todo el

Espacio vectorial. En el caso de tres vectores:
detf,,v,,v;) 20 = (v,,V,,V,) inversible = (v,,v,,Vv;) son L.I. = BasedeV?.

Ademas, éste es el rango maximo, ya que, en ugiesgctorial tridimensional no
puede haber cuatro vectores L.I. (Ejemplo: Losresp

Producto escalar
(X, X5, %5 ) (Vs Yoo V3) =X°Y; + X,0Y, + X5-Y; (El resultado es un escalar [nimero])

lul = yJu-u =/x* +y® + 2% ,donde u = (x,y, 2) (Suma de nlimeros positivos)
Formula:u-v=u-v|-cos@,v)
Importante: u Ov (perpendiculares) < u-v=0

Producto vectorial

i)k
Siu=(x,¥,2) Yy v=(X,,Y,,2,) = uxv=|x, vy, z| (Elresultado es un vector)
X2 y2 ZZ

Propiedades del producto vectorial

Médulo: |ux V| =|u|-M-sen(u,v)

Direccion: Perpendicularauy av.

Sentido: el de avance de un sacacorchos que ggangido positivo de u y v.
Aplicacion para éreas|u ><v| =Area del paralelogramo de lados u y v.

Si cambiamos el orden de la multiplicacion el vectsultado cambia de signo(sentido)

Siu=0,v=0 o uyv son proporcionales el vector resultado es el@,0,

Producto mixto

Producto mixto dei ,vy w = [u,v, W] =u-(vxw) =det,v,w)

Volumen del paralelepipedo de ladasv y w = |det(u,v, w)|
|det@, v, w)|

Volumen del tetraedro de ladas,vy w = 5
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ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL (PUNTOS)

® Los puntos A(X, Y:,2), B(X,,Y,,2,) Y C(Xs, Y5, ;) estan alineados si

- e . L X, = X - z, -
ABy BCtienen la misma direccion, o segg—— = "% %4
X37X  Ys7Y, 4377

\ +
® El punto mediodel segmento AB seridl = A+% = A2 B

Ecuaciones de la recta.

Recta que pasa por el punpo= (a,b,c y Vector directorv = (v,,V,,V; )

X=a+ty,
Ecuacion vectorial:x = p+t-v y _Ecuacién paramétricay = b +tv,
zZ=C+tv,

-a_y-b_z-c
Vl V2 VS

., . X
Ecuacidon en forma continua

Ecuacion general o implicitad_a obtenemos de la ecuacidon continua

Ax+By+C,z=D, .
,donde cada ecuacion corresponde a un plano glajtenece r.

Ax+B,y+C,z=D,
Ademas, (A,B,,C,)x(A,,B,,C,) es el vector director de la recta.

Ecuaciones del plano.

Plano que pasa por los punte&a,b,c y cpn la direccion de los vectoresy w.

Ecuacion vectorial:x = p+t-v+sw =

X=a+tv, +sw, X-a y-b z-
Ecuacion paramétricg y =b+tv, +sw, = | v, v, v, | =0, delaque
z=Cc+tv, + 9w, W, W, W,

resulta:

Ecuacion general o implicitaA(x—a) + B(y —b) +C(z-c) = 0, donde\/ﬂn (A/B,C)es
un vector normal al plano (a,b,c yn punto perteneciente a dicho plano.

Ecuaciéon segmentari®lano que pasa pda ,00),(0,b,0),(00,c F» g +% +§ =1
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POSICION RELATIVA DE DOS PLANOS

Sean los planos 77,: Ax+By+Cz+D=0 y 7m,: AXx+B'y+C'z+D'=0
*Si (A B,C)no es proporcional 8A',B',C') = 7 y 77, se cortan en una recta.

* Si (A, B,C) es proporcional §A',B',C ")
* Si (A/B,C,D) proporcional a A',B',C',D') = 7, y 77, mismo plano.
* Si (A/B,C,D) no proporcional §A',B',C',D") = 7, y 7, paralelos.

POSICION RELATIVA DE TRES O MAS PLANOS (Valido tamb ién para rectas)

Resolver el sistema de ecuaciones mediante el méim&Gauss y aplicar la tabla:

Rg(A) | Rg(A’) | Sistema Posicion de tres planos
Caso 1 3 3 SCD Planos secantes en un punto
Caso 2 2 2 SCI Planos secantes a lo largo de unatee
Caso 3 1 1 SCI Tres planos coincidentes
Caso 4 2 3 Sl Planos secantes dos a dos
Dos planos paralelos cortados por el otro
Caso 5 1 2 Sl Planos paralelos distintos dos a dos
Dos planos coincidentes y el otro paralelo

Sl.- Los tres planos no tienen ningun punto en com@trés a la vez (Caso 4y 5).

Caso 2

Caso ¢

Caso 5
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X=p, +v,A
1) Dado el plano 77: Ax+By+Cz+D= Oy larectar:qy=p, +v,A
zZ=p,+V,A

sustituimos(x, y, z )del plano por (p, +v,A, p, +V,A, p; +Vv,A )y calculamosi.

* A) Si llegamos a una solucién pada = Se cortan en un punto.
* B) Si llegamos a una contradiccion (ejemplo: 3== Son paralelos.
* C) Si llegamos a una identidad (ejemplo 8=8) La recta esta contenida en el plano.

Ax+By+Cz+D, =0
Ax+B,y+C,z+D, =0
Pasamos la recta a ecuacion parameétrica y procedesnm en 1) 0

Colocamos la ecuacion del plano y las dos ecuasideda recta y resolvemos (si tiene
solucion se cortan en un punto y si no tiene sotula recta y el plano son paralelos).

Caso A . ] Caso BD Caso C%

POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS

2)Dadoelplano n: Ax+By+Cz+D= 0y la rectar:{

X=p+vA X=0 +wit
Sean dos rectas de laformajy=p, +v,A y s:iy=0, +w,t , tomamos los
Z=py +V3A Z=Qz + Wt

siguientes vectorey/ = (Vy,V,, V), w= (W, W,, W) Yy PQ=(aq, - p;,d, — P»,05 — Ps)
*Sj v y w proporcionales:

* \7, \7v, PQ proporcionales= r y s misma recta.

* \7, \7v, PQ no proporcionaless> r y sparalelas.
*Sj v y W no proporcionales:

* dét(v, \7v, PQ) =0 = r y s se cortan en un punto.

* dét(v, \7v, PQ)#0 = r y s se cruzan.

Rectas coincidentes. Rectas paralelas. Rectas secantes. Rectas cruzadas.
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ANGULOS
cos@i,V) = — = j/ Ered
De dos vectores " |l / \ ;
=
De dos rectas lu, -uy| E‘;% :
(con sus vectores cosf,s) = +—— - \
directores) Ju: Hu| r,f S
De dos planos In, -n|
(con sus vectores cos@, B) =
normales) |naH”ﬁ‘
De un plano y una rects _ |”a 'Ur|
(con el vector director de sen(a,r) = |naHur|
ry el vector normal de)
PARALELISMO
De dos rectas (s = : i

(con vectores directores)

u, Yy ug proporcionales

De dos planos
(con vectores normales)

alp -

n, y n, proporcionales

A

De un plano y una recta

(con el vector director de r

el vector normal der)

~

fla = u,-n, =0

£l

ORTOGONALIDAD

De dos rectas (con
vectores directores)

ridse u -u,=0

=l

De dos planos (con
vectores normales)

alp - n,n,=0

De un plano y una recta
(u, vector director de 1

y n, normal des)

LOr <

Ng Yy U, proporcionales

Perpendicular comun
dos rectas que se
cruzan.

B

det(A X,u,,u, xu,) =0
det(A,X,ug,u, xu,) =0
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De un punto Rx,,y, z, R
un plano de ecuacién
Ax+By+Cz+D =0

_|Ax +By, +Cz +D|

d(P,a) = —— -
VA +B°+C

* P(x,y0,2,)

I
1
e

O Ax+By+Cz4D=0 /

Entre recta y plano paralelq
= Distancia de un punto d¢
la recta al plano

DS

\1%4

d(r,a)=d(P.,a)

Entre dos planos paralelos
Distancia de un punto de u
plano al otro plano

Jd@p)=d(r, B =d(a.R,)

>
. ]
&

De un punto P a una recta

(con u, vector director A; Pxu,

y A punto de r) d(P,r):T u ;
Entre dos rectas paralelas|= — :
Distancia entre un punto de d(r,s) =d(P,,s) =d(r.R,) ; E

una recta y la otra recta £y 'e,
Entre rectas que se cruzan det(A A,,u.,u,) e
(u, ugvectores directores y  (r,s) = = E

Ju, <u| pan o SO
A A puntosderys) ro s s
AREA y VOLUMEN
Area del paralelogramo de S=|ABx AC
vértices A,B,C,D.

Area del triangulo de ABx AC

vértices A,B,C. S= 5

Volumen del L.

paralelepipedo V =|det(AB, AC, AD)

Volumen del tetraedro det(AfB, AC, A:D)

V =
6




